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法律声明

 本课件包括演示文稿、示例、代码、题库、视频和
声音等内容，小象学院和主讲老师拥有完全知识产
权的权利；只限于善意学习者在本课程使用，不得
在课程范围外向任何第三方散播。任何其他人或机
构不得盗版、复制、仿造其中的创意及内容，我们
保留一切通过法律手段追究违反者的权利。

 课程详情请咨询
 微信公众号：小象

 新浪微博：ChinaHadoop



矩阵和线性代数

邹博
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主要内容

 矩阵
 线性代数是有用的：以SVD为例
 矩阵的乘法/状态转移矩阵
 矩阵和向量组

 特征值和特征向量
 对称阵、正交阵、正定阵
 数据白化
 正交基
 QR分解/LFM

 矩阵求导
 向量对向量求导
 标量对向量求导
 标量对矩阵求导
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SVD的提法

 奇异值分解(Singular Value Decomposition)是一种重要的矩阵分
解方法，可以看做对称方阵在任意矩阵上的推广。

 Singular：突出的、奇特的、非凡的

 似乎更应该称之为“优值分解”

 假设A是一个m×n阶实矩阵，则存在一个分解使得：

 通常将奇异值由大而小排列。这样，Σ便能由A唯一确定了。

 与特征值、特征向量的概念相对应：

 Σ对角线上的元素称为矩阵A的奇异值；

 U的第i列称为A的关于σi的左奇异向量；

 V的第i列称为A的关于σi的右奇异向量。
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SVD举例

 已知4×5阶实矩阵A，求A的SVD分解：

 矩阵U和V都是单位正交方阵：UTU=I， VTV=I
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SVD
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奇异值分解-效果
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SVD
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线性代数

 定义：方阵的行列式

 1阶方阵的行列式为该元素本身

 n阶方阵的行列式等于它的任一行(或列)的各元
素与其对应的代数余子式乘积之和。
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方阵的行列式

 1×1的方阵，其行列式等于该元素本身。

 2×2的方阵，其行列式用主对角线元素乘积
减去次对角线元素的乘积。
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方阵的行列式

 3×3的方阵：

 根据“主对角线元素乘积减去次对角线元素
的乘积”的原则，得：
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代数余子式

 在一个n阶行列式A中,把(i,j)元素aij所在的第i

行和第j列划去后，留下的n-1阶方阵的行列
式叫做元素aij的余子式，记作Mij。

 代数余子式：   ij

ji

ij MA
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伴随矩阵

 对于n×n方阵的任意元素aij都有各自的代数
余子式 ，构造n×n的方阵A*：

 A*称为A的伴随矩阵。

 注意Aij位于A*的第j行第i列
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方阵的逆

 由前述结论：

 根据：

 计算：

 思考：该等式有什么用？
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范德蒙行列式Vandermonde

 证明范德蒙行列式Vandermonde：

 提示：数学归纳法

 注：参考Lagrange/Newton插值法
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矩阵的乘法

 A为m×s阶的矩阵，B为s×n阶的矩阵，那
么，C=A×B是m×n阶的矩阵，其中，
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矩阵模型

 考虑某随机过程π，它的状态有n个，用1~n

表示。记在当前时刻t时位于i状态，它在t+1

时刻位于j状态的概率为P(i,j)=P(j|i)：

 即状态转移的概率只依赖于前一个状态。
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举例

 假定按照经济状况将人群分成上、中、下三
个阶层，用1、2、3表示。假定当前处于某
阶层只和上一代有关，即：考察父代为第i阶
层，则子代为第j阶层的概率。假定为如下转
移概率矩阵：
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概率转移矩阵

 第n+1代中处于第j个阶层的概率为：

 因此，矩阵P即为(条件)概率转移矩阵。

 第i行元素表示：在上一个状态为i时的分布概率，
即：每一行元素的和为1。

 思考：初始概率分布π对最终分布的影响？
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探索：初始概率π= [0.21, 0.68, 0.1]迭代
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初始概率π= [0.75, 0.15, 0.1]的迭代结果
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平稳分布

 初始概率不同，但经过若干次迭代， π最终
稳定收敛在某个分布上。

 从而，这是转移概率矩阵P的性质，而非初
始分布的性质。事实上，上述矩阵P的n次幂，
每行都是(0.286,0.489,0.225)，n>20

 如果一个非周期马尔科夫随机过程具有转移
概率矩阵P，且它的任意两个状态都是连通
的，则 存在，记做 。n

ij
n

P


lim  jPn

ij
n




lim



互联网新技术在线教育领航者 23/70

平稳分布

 事实上，下面两种写法等价：

 同时，若某概率分布πP=π，说明
 该多项分布π是状态转移矩阵P的平稳分布；

 线性方程xP=x的非负解为π，而Pn唯一，因此π
是线性方程xP=x的唯一非负解。

 该问题将在马尔科夫模型中继续探讨。
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思考

 根据定义来计算 C=A×B，需要m*n*s次乘法。

 即：若A、B都是n阶方阵，C的计算时间复杂度为O(n3)

 问：可否设计更快的算法？

 三个矩阵A、B、C的阶分别是a0×a1, a1×a2, a2×a3，
从而(A×B)×C和A×(B×C)的乘法次数是
a0a1a2+a0a2a3、 a1a2a3+a0a1a3，二者一般情况是不相
等的。

 问：给定n个矩阵的连乘积：A1×A2×A3……×An，如何
添加括号来改变计算次序，使得乘法的计算量最小？
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Code
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矩阵和向量的乘法

 A为m×n的矩阵， x为n×1的列向量，则Ax

为m×1的列向量，记

 由于n维列向量和n维空间的点一一对应，上
式实际给出了从n维空间的点到m为空间点的
线性变换。

 旋转、平移(齐次坐标下)

 特殊的，若m=n，且Ax完成了n维空间内的
线性变换。

xAy
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矩阵和向量的乘法应用
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矩阵的秩

 在m×n矩阵A中，任取k行k列，不改变这k2个元素
在A中的次序，得到k阶方阵，称为矩阵A的k阶子
式。
 显然，m×n矩阵A的k阶子式有 个。

 设在矩阵A中有一个不等于0的r阶子式D，且所有
r+1阶子式(如果存在的话)全等于0，那么，D称为
矩阵A的最高阶非零子式，r称为矩阵A的秩，记做
R(A)=r。
 n×n的可逆矩阵，秩为n

 可逆矩阵又称满秩矩阵

 矩阵的秩等于它行(列)向量组的秩

k

n

k

mCC



互联网新技术在线教育领航者 29/70

秩与线性方程组的解的关系

 对于n元线性方程组Ax=b，

 无解的充要条件是R(A)<R(A,b)

 有唯一解的充要条件是R(A)=R(A,b)=n

 有无限多解的充要条件是R(A)=R(A,b)<n
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推论

 Ax=0有非零解的充要条件是R(A)<n

 Ax=b有解的充要条件是R(A)=R(A,b)
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向量组等价

 向量b能由向量组A:a1,a2,...,am线性表示的充
要条件是矩阵A=(a1,a2,...am)的秩等于矩阵
B=(a1,a2,...am,b)的秩。

 设有两个向量组A:a1,a2,...,am及B:b1,b2,...,bn，
若B组的向量都能由向量组A线性表示，则
称向量组B能由向量组A线性表示。若向量
组A与向量组B能相互线性表示，则称两个
向量组等价。
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系数矩阵

 将向量组A和B所构成的矩阵依次记做
A=(a1,a2,...,am)和B=(b1,b2,...,bn)，B组能由A组
线性表示，即对每个向量bj，存在

 使得

 从而得到系数矩阵K
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对C=AB的重认识

 由此可知，若C=A×B，则矩阵C的列向量能
由A的列向量线性表示，B即为这一表示的
系数矩阵。

 对偶的，若C=A×B，则矩阵C的行向量能由B

的行向量线性表示，A即为这一表示的系数矩阵

 向量组B: b1,b2,...,bn能由向量组A: a1,a2,...,am

线性表示的充要条件是矩阵A=(a1,a2,...,am)的
秩等于矩阵(A,B)=(a1,a2,...,am,b1,b2,...,bn )的秩，
即：R(A)=R(A,B)。
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正交阵

 若n阶矩阵A满足ATA=I，成A为正交矩阵，
简称正交阵。

 A是正交阵的充要条件：A的列(行)向量都是单
位向量，且两两正交。

 A是正交阵，x为向量，则A.x称作正交变换。

 正交变换不改变向量长度
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思考

 若A、B都是n阶正交阵，那么，A×B是正交
阵吗？

 正交阵和对称阵，能够通过何种操作获得一
定意义下的联系？
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特征值和特征向量

 A是n阶矩阵，若数λ和n维非0列向量x满足
Ax=λx，那么，数λ称为A的特征值，x称为A

的对应于特征值λ的特征向量。

 根据定义，立刻得到(A-λI)x = 0，令关于λ 的多
项式|A-λI|为0，方程|A-λI|=0的根为A的特征值；
将根λ0带入方程组(A-λI)x = 0 ，求得到的非零解，
即λ0对应的特征向量。
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特征值的性质

 设n阶矩阵A=(aij)的特征值为λ1,λ2,...λn,则

 λ1+λ2+...+λn=a11+a22+…+ann

 λ1λ2…λn=|A|

 矩阵A主行列式的元素和，称作矩阵A的迹。
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思考

 已知λ是方阵A的特征值，

 则

 λ2是A2的特征值

 A可逆时，λ-1是A-1的特征值。

 提示：定义
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不同特征值对应的特征向量

 设λ1,λ2,...,λm是方阵A的m个特征值，p1,p2,...,pm是依
次与之对应的特征向量，若λ1,λ2,...,λm各不相等，则
p1,p2,...,pm线性无关。

 总结与思考

 不同特征值对应的特征向量，线性无关。

 若方阵A是对称阵呢？结论是否会加强？

 协方差矩阵、二次型矩阵、无向图邻接矩阵等：对称阵
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引理

 实对称阵的特征值是实数

 设复数λ为对称阵A的特征值，复向量x为对应的
特征向量，即Ax=λx(x≠0)

 用 表示λ的共轭复数， 表示x的共轭复向量，
而A是实矩阵，有

 下面给出证明过程。

 x
AA 



互联网新技术在线教育领航者 41/70

证明

 首先

 因为

 从而

 而

 所以
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利用上述结论很快得到

 将实数λ带入方程组(A- λ I)x=0，该方程组为
实系数方程组，因此，实对称阵的特征向量
可以取实向量。



互联网新技术在线教育领航者 43/70

实对称阵不同特征值的特征向量正交

 令实对称矩阵为A，其两个不同的特征值λ1λ2

对应的特征向量分别是μ1μ2；

 λ1λ2 μ1μ2都是实数或是实向量。
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最终结论

 设A为n阶对称阵，则必有正交阵P，使得

 Λ是以A的n个特征值为对角元的对角阵。

 该变换称为“合同变换”，A和Λ互为合同矩阵。

 在谱聚类、PCA等章节中将会继续讨论

 APPAPP T1
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白化/漂白whitening

 计算观测数据x的n×n的对称阵 的特征
值和特征向量，用特征值形成对角阵D，特
征向量形成正交阵U，则：

 令：

 则：
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白化Code
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增加白化后的ICA效果
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去均值ICA分离
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正定阵

 对于n阶方阵A，若任意n阶向量x，都有
xTAx>0，则称A是正定阵。

 若条件变成xTAx≥0，则A称作半正定阵

 类似还有负定阵，半负定阵。
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思考

 给定任意m×n的矩阵A，证明ATA一定是半
正定方阵。

 该结论在线性回归中将用到。



互联网新技术在线教育领航者 51/70

正定阵的判定

 对称阵A为正定阵；

 A的特征值都为正；

 A的顺序主子式大于0；

 以上三个命题等价。
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例题：

 给定凸锥的定义如下：

 试证明：n阶半正定方阵的集合为凸锥。

CxxCxx  22112121 ,0,,,C  有为凸锥
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利用定义证明

 若A、B为n阶半正定阵，则

 从而，

 即： 为半正定阵。从而，
n阶半正定阵的集合为凸锥。
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标准正交基
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QR分解

 对于m×n的列满秩矩阵A，必有：

 其中， (即列正交矩阵)，R为非奇异
上三角矩阵。当要求R的对角线元素为正时，
该分解唯一。

 该分解为QR分解。可用于求解矩阵A的特征
值、A的逆等问题。

nnnmnm RQA  

IQQT 
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QR分解计算特征值

 计算n阶方阵A的特征值：
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Code
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LFM (Latent Factor Model)

 对于K个隐变量，得：

 目标函数：

 梯度：
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Code
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向量的导数

 A为m×n的矩阵， x为n×1的列向量，则Ax

为m×1的列向量，记

 思考：

xAy



?




x

y
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推导

 令

 从而，
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结论与直接推广

 向量偏导公式：

 在线性回归中将直接使用该公式。

TA
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注意

 关于列向量求导，有文献给出如下方案：

 记x为n×1的列向量，y为m×1的列向量，则：

 以上公式将会导致向量间求导得到“超越矩阵”—

—矩阵的每个元素仍然是一个矩阵。在实践层面，
不利于公式推导，故本课程未采纳。
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标量对向量的导数

 A为n×n的矩阵， x为n×1的列向量，

 记

 同理可得：

 若A为对称阵，则有

xAxy T 
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推导

 记：

 有：

 则：
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标量对方阵的导数

 A为n×n的矩阵， |A|为A的行列式，计算

 解：根据等式

 有

 从而：

 依据 ，第二个等式成立；
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总结与思考

 线性代数是普适的数学工具，是进一步学习其他内
容的基础。
 有些机器学习的推导过程使用该工具表述清晰，易于推
广，如线性回归。

 重点思考特征值、特征向量和矩阵的关系。

 思考：对于“非线性”问题，线性代数这一工具是
否足够？是否有“非线性代数”？
 非线性映射、核函数

 查阅：
 Schmidt正交化/Givens变换/HouseHolder变换

 Hessenberg矩阵
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我们在这里

 http://wenda.ChinaHadoop.cn

 视频/课程/社区

 微博

 @ChinaHadoop

 @邹博_机器学习

 微信公众号

 小象学院

 大数据分析挖掘

http://wenda.chinahadoop.cn/
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感谢大家！

恳请大家批评指正！


