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法律声明

 本课件包括演示文稿、示例、代码、题库、视频和
声音等内容，小象学院和主讲老师拥有完全知识产
权的权利；只限于善意学习者在本课程使用，不得
在课程范围外向任何第三方散播。任何其他人或机
构不得盗版、复制、仿造其中的创意及内容，我们
保留一切通过法律手段追究违反者的权利。

 课程详情请咨询
 微信公众号：小象

 新浪微博：ChinaHadoop



隐马尔科夫模型

邹博
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主要内容

 隐马尔科夫模型

 概率计算

 参数估计

 模型预测

 中文分词算法实践

 思考：实践问题应该如何建模？
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中文分词

Jason Bell. Machine 

Learning: Hands-On for 

Developers and Technical 

Professionals. Wiley.2015
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HMM定义

 隐马尔科夫模型(HMM, Hidden Markov Model)可用
标注问题，在语音识别、NLP、生物信息、模式识
别等领域被实践证明是有效的算法。

 HMM是关于时序的概率模型，描述由一个隐藏的
马尔科夫链生成不可观测的状态随机序列，再由各
个状态生成观测随机序列的过程。

 隐马尔科夫模型随机生成的状态随机序列，称为状
态序列；每个状态生成一个观测，由此产生的观测
随机序列，称为观测序列。

 序列的每个位置可看做是一个时刻。
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隐马尔科夫模型的贝叶斯网络

 请思考：

 在z1、z2不可观察的前提下，x1和z2独立吗？x1

和x2独立吗？
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HMM的确定

 HMM由初始概率分布π、状态转移概率分布
A以及观测概率分布B确定。

  ,, BA



互联网新技术在线教育领航者 8/71

HMM的参数

 Q是所有可能的状态的集合

 N是可能的状态数

 V是所有可能的观测的集合

 M是可能的观测数

 NqqqQ ,, 21

 MvvvV ,, 21
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HMM的参数

 I是长度为T的状态序列，O是对应的观测序
列

 A是状态转移概率矩阵

 其中

 aij是在时刻t处于状态qi的条件下时刻t+1转移到
状态qj的概率。

 TiiiI ,, 21  ToooO ,, 21

NNijaA  ][

 itjtij qiqiPa  1

 TiiiI ,, 21

  ,, BA
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HMM的参数

 B是观测概率矩阵

 其中，

 bik是在时刻t处于状态qi的条件下生成观测vk的概
率。

 π是初始状态概率向量：

 其中，

 πi是时刻t=1处于状态qi的概率。

 
MNikbB




 itktik qivoPb 

 i 
 ii qiP  1

  ,, BA
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HMM的参数总结

 HMM由初始概率分布π(向量)、状态转移概
率分布A(矩阵)以及观测概率分布B(矩阵)确
定。π和A决定状态序列，B决定观测序列。
因此，HMM可以用三元符号表示，称为
HMM的三要素：

  ,, BA
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HMM的两个基本性质

 齐次假设：

 观测独立性假设：

   1112211 ,,,,   ttttttt iiPoioioiiP 

   ttTTTTt ioPoioioioP  1111 ,,,, 
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HMM举例

 假设有3个盒子，编号为1、2、3，每个盒子都装有
红白两种颜色的小球，数目如下：

 按照下面的方法抽取小球，得到球颜色的观测序列：
 按照π=(0.2,0.4,0.4)的概率选择1个盒子，从盒子随机抽出

1个球，记录颜色后放回盒子；
 按照某条件概率(下页)选择新的盒子，重复上述过程；
 最终得到观测序列：“红红白白红”。
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该示例的各个参数

 状态集合：Q={盒子1，盒子2，盒子3}

 观测集合：V={红，白}

 状态序列和观测序列的长度T=5

 初始概率分布π：

 状态转移概率分布A：

 观测概率分布B：
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思考：

 在给定参数π、A、B的前提下，得到观测序
列“红红白白红”的概率是多少？
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HMM的3个基本问题

 概率计算问题：前向-后向算法——动态规划

 给定模型 和观测序列 ，计
算模型λ下观测序列O出现的概率P(O| λ)

 学习问题：Baum-Welch算法(状态未知)——EM

 已知观测序列 ，估计模型
的参数，使得在该模型下观测序列P(O| λ)最大

 预测问题：Viterbi算法——动态规划

 解码问题：已知模型 和观测序列
求给定观测序列条件概率P(I|O, λ)最大的状态序列I

  ,, BA

 ToooO ,, 21

  ,, BA ToooO ,, 21

  ,, BA

 ToooO ,, 21
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概率计算问题

 直接算法

 暴力算法

 前向算法

 后向算法

 这二者是理解HMM的算法重点
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直接计算法

 按照概率公式，列举所有可能的长度为T的
状态序列 ，求各个状态序列I

与观测序列 的联合概率
P(O,I|λ)，然后对所有可能的状态序列求和，
从而得到P(O|λ)

 ToooO ,, 21

 TiiiI ,, 21
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直接计算法

 状态序列 的概率是：

 对固定的状态序列I，观测序列O的概率是：

 O和I同时出现的联合概率是：

 TiiiI ,, 21

 
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直接计算法

 O和I同时出现的联合概率是：

 对所有可能的状态序列I求和，得到观测序
列O的概率P(O|λ)
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直接计算法分析

 对于最终式

 分析：加和符号中有2T个因子，I的遍历个
数为NT，因此，时间复杂度为O(T NT)，复
杂度过高。
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借鉴算法的优化思想

 最长递增子序列
 给定一个长度为N的数组，求该数组的一个最长的单调递增的
子序列(不要求连续)。

 数组：5, 6, 7, 1, 2, 8的LIS：5, 6, 7, 8

 最大连续子数组
 给定一个长度为N的数组，求该数组中连续的一段数组(子数
组)，使得该子数组的和最大。

 数组： 1, -2, 3, 10, -4, 7, 2, -5，

 最大子数组：3, 10, -4, 7, 2

 KMP中next数组的计算
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定义：前向概率-后向概率

    iqyyyPi ttt  ,,, 21      ,,,, 21 iqyyyPi tTttt   
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前向算法

 定义：给定λ，定义到时刻t部分观测序列为
o1,o2…ot且状态为qi的概率称为前向概率，
记做：

 可以递推计算前向概率αt(i)及观测序列概率
P(O|λ)

    ittt qioooPi  ,,, 21 
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前向算法

 初值：

 递推：对于t=1,2…T-1

 最终：

   
1

1

1 












 



 tio

N

j

jitt baji 

   



N

i

T iOP
1



 
11 ioibi  

    ittt qioooPi  ,,, 21 



互联网新技术在线教育领航者 26/71

前向算法

 思考：前向算法的时间复杂度是O(N2T)。

 为什么？

 重点考察第二步：

 递推：对于t=1,2…T-1

    ittt qioooPi  ,,, 21 
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例：盒子球模型

 考察盒子球模型，计算观测向量O=“红白红”
的出现概率。
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解：盒子球模型

 计算初值
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解

 递推
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解：盒子球模型

 最终

   
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后向算法

 定义：给定λ，定义到时刻t状态为qi的前提
下，从t+1到T的部分观测序列为ot+1,ot+2…oT

的概率为后向概率，记做：

 可以递推计算后向概率βt(i)及观测序列概率
P(O|λ)

    ,,, 21 itTttt qioooPi   
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后向算法

 初值：

 递推：对于t=T-1,T-2…,1

 最终：
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后向算法的说明

 为了计算在时刻t状态为qi条件下时刻t+1之
后的观测序列为ot+1,ot+2…oT的后向概率βt(i)，
只需要考虑在时刻t+1所有可能的N个状态qj

的转移概率(aij项)，以及在此状态下的观测
ot+1的观测概率(bjot+1项) ，然后考虑状态qj之
后的观测序列的后向概率βt+1(j)
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前向后向概率的关系

 根据前向概率
后向概率定义

 思考：试计算
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单个状态的概率

 求给定模型λ和观测O，在时刻t处于状态qi的
概率。

 记：     ,OqiPi itt 

     iiOqiP ttit   ,
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单个状态的概率

 根据前向后向概率的定义，

     iiOqiP ttit   ,
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γ的意义

 在每个时刻t选择在该时刻最有可能出现的状
态it

*，从而得到一个状态序列I*={i1
*, i2

*… iT
*}，

将它作为预测的结果。

 给定模型和观测序列，时刻t处于状态qi的概
率为：
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两个状态的联合概率

 求给定模型λ和观测O，在时刻t处于状态qi并
且时刻t+1处于状态qj的概率。

    ,,, 1 OqiqiPji jtitt  
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两个状态的联合概率
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期望

 在观测O下状态i出现的期望：

 在观测O下状态i转移到状态j的期望：

 思考：在观测O下状态i转移的期望是多少？
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学习算法

 若训练数据包括观测序列和状态序列，则
HMM的学习非常简单，是监督学习；

 若训练数据只有观测序列，则HMM的学习
需要使用EM算法，是非监督学习。
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大数定理

 假设已给定训练数据包含S个长度相同的观
测序列和对应的状态序列{(O1,I1), (O2,I2)… 

(Os,Is)}，那么，可以直接利用Bernoulli大数
定理的结论“频率的极限是概率”，给出
HMM的参数估计。
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监督学习方法

 初始概率

 转移概率

 观测概率
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Baum-Welch算法

 若训练数据只有观测序列，则HMM的学习
需要使用EM算法，是非监督学习。



互联网新技术在线教育领航者 45/71

附：EM算法整体框架
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Baum-Welch算法

 所有观测数据写成O=(o1,o2…oT)，所有隐数据写成
I=(i1,i2…iT)，完全数据是(O,I)=(o1,o2…oT ,i1,i2…iT)，
完全数据的对数似然函数是lnP(O,I|λ)

 假设 是HMM参数的当前估计值，λ为待求
的参数。
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EM过程

 根据

 函数可写成
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极大化

 极大化Q，求得参数A,B,π

 由于该三个参数分别位于三个项中，可分别
极大化

 注意到πi满足加和为1，利用拉格朗日乘子法，
得到：
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初始状态概率

 对上式相对于πi求偏导，得到：

 对i求和，得到：

 从而得到初始状态概率：
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转移概率和观测概率

 第二项可写成：

 仍然使用拉格朗日乘子法，得到

 同理，得到：
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预测算法

 近似算法

 Viterbi算法
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预测的近似算法

 在每个时刻t选择在该时刻最有可能出现的状
态it

*，从而得到一个状态序列I*={i1
*, i2

*… iT
*}，

将它作为预测的结果。

 给定模型和观测序列，时刻t处于状态qi的概
率为：

 选择概率最大的i作为最有可能的状态
 会出现此状态在实际中可能不会发生的情况
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算法：走棋盘/格子取数

 给定m*n的矩阵，每个位置是一个非负整数，
从左上角开始，每次只能朝右和下走，走到
右下角，求总和最小的路径。
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问题分析

 走的方向决定了同一个格
子不会经过两次。

 若当前位于(x,y)处，它来自于哪些格子呢？

 dp[0,0]=a[0,0] / 第一行(列)累积

 dp[x,y] = min(dp[x-1,y]+a[x,y],dp[x,y-1]+a[x,y])

 即：dp[x,y] = min(dp[x-1,y],dp[x,y-1]) +a[x,y]

 思考：若将上述问题改成“求从左上到右下
的最大路径”呢？
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Viterbi算法

 Viterbi算法实际是用动态规划解HMM预测问
题，用DP求概率最大的路径(最优路径)，这
是一条路径对应一个状态序列。

 定义变量δt(i)：在时刻t状态为i的所有路径中，
概率的最大值。
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Viterbi算法

 定义：

 递推：

 终止：
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例

 考察盒子球模型，观测向量O=“红白红”，
试求最优状态序列。
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解：观测向量O=“红白红”

 初始化：

 在t=1时，对于每一个状态i，求状态为i观测
到o1=红的概率，记此概率为δ1(t)

 求得δ1(1)=0.1

 δ1(2)=0.16

 δ1(3)=0.28
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解：观测向量O=“红白红”

 在t=2时，对每个状态i，求在t=1时状态为j观测为红
并且在t=2时状态为i观测为白的路径的最大概率，
记概率为δ2(t)，则：

 求得

 同理：
 δ2(2)=0.0504

 δ2(3)=0.042
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解：观测向量O=“红白红”

 同理，求得

 δ3(1)=0.00756

 δ3(2)=0.01008

 δ3(3)=0.0147

 从而，最大是δ3(3)= 0.0147，根据每一步的
最大，得到序列是(3,3,3)
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求最优路径图解



互联网新技术在线教育领航者 62/71

Baum-Welch：主函数
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前向-后向
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EM迭代
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Viterbi
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Baum-Welch算法的结果

 全国销量领先的红罐凉茶改成广州恒大

 绿茶中我最喜欢信阳毛峰
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HMM与中文分词

Jason Bell. Machine 

Learning: Hands-On for 

Developers and Technical 

Professionals. Wiley.2014
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总结

 马尔科夫模型可以用来统一解释贪心法和动
态规划。

 HMM解决标注问题，在语音识别、NLP、
生物信息、模式识别等领域被广泛使用。
 思考：可否用深度学习代替HMM？

 思考：如果观测状态是连续值，可否将多项分
布改成高斯分布或者混合高斯分布？

 在一定意义下，数据比算法更重要。

 加强算法模型和实践问题的相互转换能力。
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我们在这里

 http://wenda.ChinaHadoop.cn

 视频/课程/社区

 微博

 @ChinaHadoop

 @邹博_机器学习

 微信公众号

 小象学院

 大数据分析挖掘

http://wenda.chinahadoop.cn/
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恳请大家批评指正！


