
互联网新技术在线教育领航者 1/98

法律声明

 本课件包括演示文稿、示例、代码、题库、视频和
声音等内容，小象学院和主讲老师拥有完全知识产
权的权利；只限于善意学习者在本课程使用，不得
在课程范围外向任何第三方散播。任何其他人或机
构不得盗版、复制、仿造其中的创意及内容，我们
保留一切通过法律手段追究违反者的权利。

 课程详情请咨询
 微信公众号：小象

 新浪微博：ChinaHadoop



概率论与贝叶斯先验

邹博
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主要内容

 概率论基础
 概率与直观
 常见概率分布
 Sigmoid/Logistic函数的引入

 统计量
 期望/方差/协方差/相关系数
 独立和不相关

 大数定律
 中心极限定理
 最大似然估计

 过拟合
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统计数字的概率

 给定某正整数N，统计从1到N!的所有数中，
首位数字出现1的概率。

 进而，可以计算首位数字是2的概率，是3的
概率，从而得到一条“九点分布”。
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Code
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数字的概率
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本福特定律

 本福特定律(本福德法则, Frank

Benford)，又称第一数字定律，是
指在实际生活得出的一组数据中，
以1为首位数字出现的概率约为总
数的三成；是直观想象1/9的三倍。

 阶乘/素数数列/斐波那契数列首位

 住宅地址号码

 经济数据反欺诈

 选举投票反欺诈
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商品推荐

 商品推荐场景中过于聚焦的商品推荐往往会损害用
户的购物体验，在有些场景中，系统会通过一定程
度的随机性给用户带来发现的惊喜感。

 假设在某推荐场景中，经计算A和B两个商品与当
前访问用户的匹配度分别为0.8分和0.2分，系统将
随机为A生成一个均匀分布于0到0.8的最终得分，
为B生成一个均匀分布于0到0.2的最终得分，试计
算最终B的分数大于A的分数的概率。
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商品推荐

 A=B的直线上方区域，即为B>A的情况。

 S蓝色=0.02 S矩形=0.16

 p=0.02/0.16=0.125
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公路堵车概率模型

 Nagel-Schreckenberg交通流模型

 路面上有N辆车，以不同的速度向前行驶，
模拟堵车问题。有以下假设：

 假设某辆车的当前速度是v。

 若前方可见范围内没车，则它在下一秒的车速
提高到v+1，直到达到规定的最高限速。

 若前方有车，前车的距离为d，且d < v，则它下
一秒的车速降低到d - 1 。

 每辆车会以概率p随机减速v - 1。
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Nagel-Schreckenberg 模型模拟
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初始车速对NS模型的影响
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减速概率对NS模型的影响
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概率公式

 条件概率：

 全概率公式：

 贝叶斯(Bayes)公式：
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思考题

 8支步枪中有5支已校准过，3支未校准。一
名射手用校准过的枪射击，中靶概率为0.8；
用未校准的枪射击，中靶概率为0.3；现从8

支枪中随机取一支射击，结果中靶。求该枪
是已校准过的概率。
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贝叶斯公式的应用

 8支步枪中有5支已校准过，3支未校准。一名射手用校
准过的枪射击，中靶概率为0.8；用未校准的枪射击，
中靶概率为0.3；现从8支枪中随机取一支射击，结果中
靶。求该枪是已校准过的概率。

 解：
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贝叶斯公式

 给定某系统的若干样本x，计算该系统的参数，即

 P(θ)：没有数据支持下，θ发生的概率：先验概率。

 P(θ|x)：在数据x的支持下，θ发生的概率：后验概率。

 P(x|θ)：给定某参数θ的概率分布：似然函数。

 例如：
 在没有任何信息的前提下，猜测某人姓氏：先猜李王张
刘……猜对的概率相对较大：先验概率。

 若知道某人来自“牛家村”，则他姓牛的概率很大：后
验概率——但不排除他姓郭、杨等情况。
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分布

 复习各种常见分布本身的统计量

 在复习各种分布的同时，重温积分、Taylor

展式等前序知识

 常见分布是可以完美统一为一类分布
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两点分布
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二项分布 Bernoulli distribution
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二项分布
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二项分布
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考察Taylor展式
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泊松分布
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泊松分布Poisson distribution

 在实际事例中，当一个随机事件，以固定的平均瞬时速率λ(或称密
度)随机且独立地出现时，那么这个事件在单位时间(面积或体积)
内出现的次数或个数就近似地服从泊松分布P(λ)。

 某一服务设施在一定时间内到达的人数

 电话交换机接到呼叫的次数

 汽车站台的候客人数

 机器出现的故障数

 自然灾害发生的次数

 一块产品上的缺陷数

 显微镜下单位分区内的细菌分布数

 某放射性物质单位时间发射出的粒子数
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泊松分布
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均匀分布
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指数分布
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指数分布

 其中λ > 0是分布的一个参数，常被称为率参数(rate parameter)。
即每单位时间内发生某事件的次数。指数分布的区间是[0,∞)。
如果一个随机变量X呈指数分布，则可以写作：X~ 
Exponential(λ)。

 指数分布可以用来表示独立随机事件发生的时间间隔，比如旅
客进机场的时间间隔、软件更新的时间间隔等等。

 许多电子产品的寿命分布一般服从指数分布。有的系统的寿命
分布也可用指数分布来近似。它在可靠性研究中是最常用的一
种分布形式。
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指数分布的无记忆性

 指数函数的一个重要特征是无记忆性(遗失
记忆性，Memoryless Property)。

 如果一个随机变量呈指数分布，当s,t≥0时有：

 即，如果x是某电器元件的寿命，已知元件使用
了s小时，则共使用至少s+t小时的条件概率，与
从未使用开始至少使用t小时的概率相等。

 思考：是否有“半记忆性”？

   txPsxtsxP 
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正态分布
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正态分布
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正态分布
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二元正态分布
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总结
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Beta分布

 Beta分布的概率密度：

 其中系数B为：

 Gamma函数可以看成阶乘的实数域推广：
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Beta分布的期望

 根据定义：
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Beta分布
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指数族
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如：Bernoulli分布和高斯分布
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Bernoulli分布属于指数族
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考察参数Φ

 注意在推导过程中，出现了Logistic方程。
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Sigmoid/Logistic函数
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Sigmoid函数的导数

 该结论后面会用到
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Gaussian分布也属于指数族分布
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事件的独立性

 给定A和B是两个事件，若有

则称事件A和B相互独立。

 说明：
 A和B独立，则

 实践中往往根据两个事件是否相互影响而判断
独立性：如给定M个样本、若干次采样等情形，
往往假定它们相互独立。

 思考：试给出A，B相互包含的信息量的定
义 ，要求：如果A、B独立，则
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期望

 离散型

 连续型

 即：概率加权下的“平均值”
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期望的性质

 无条件成立

 若X和Y相互独立

 反之不成立。事实上，若E(XY)=E(X)E(Y)，只
能说明X和Y不相关。

 关于不相关和独立的区别，稍后马上给出。
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例1：计算期望

 从1,2,3,......,98,99,2015这100个数中任意选择
若干个数(可能为0个数)求异或，试求异或的
期望值。
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计算每一位的期望

 针对任何一个二进制位：取奇数个1异或后
会得到1，取偶数个1异或后会得到0；与取0

的个数无关。

 给定的最大数2015=(11111011111)2，共11位

 针对每一位分别计算，考虑第i位Xi，假定给
定的100个数中第i位一共有N个1，M个0，
某次采样取到的1的个数为k。则有：
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总期望

 11位二进制数中，每个位取1的期望都是0.5
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采样模拟1021.18
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进一步思考

 将原题中的2015改成1024，结论应该是多少
呢？

 从1,2,3,......,98,99,1024这100个数中任意选择若
干个数(可能为0个数)求异或，试求异或的期望
值。

 答：575.5

 为什么？
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例2：集合Hash问题

 某Hash函数将任一字符串非均匀映射到正整
数k，概率为2-k，如下所示。现有字符串集
合S，其元素经映射后，得到的最大整数为
10。试估计S的元素个数。

     ZkkstringHashP k ,2
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问题分析

 由于Hash映射成整数是指数级衰减的，“最
大整数为10”这一条件可近似考虑成“整数
10曾经出现”，继续近似成“整数10出现过
一次”。

 字符串被映射成10的概率为p=2-10=1/1024，
从而，一次映射即两点分布：

     ZkkstringHashP k ,2

 

 













1024

1023
0

1024

1
1

XP

XP
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问题分析

 从而n个字符串的映射，即二项分布：

 二项分布的期望为：

 而期望表示n次事件发生的次数，当前问题中发生
了1次，从而：

   
1024

1
,1 


pppCkXP

knkk

n 其中

  
1024

1
,  pnpkXPE 其中

1024
1

1  n
p

nnp
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方差

 定义



 无条件成立

 X和Y独立

 此外，方差的平方根，称为标准差

)()(})]({[)( 222 XEXEXEXEXVar 

  0cVar

   XVarcXVar 

   XVarkkXVar 2

     YVarXVarYXVar 

        为定值时，取等号当X,0 222
XEXEXEXE 
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协方差

 定义

 性质：

        YEYXEXEYXCov ,

   XYCovYXCov ,, 

   YXacCovdcYbaXCov ,, 

     YXCovYXCovYXXCov ,,, 2121 

       YEXEXYEYXCov ,
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协方差和独立、不相关

 X和Y独立时，

 而

 从而，当X和Y独立时，

 但X和Y独立这个前提太强，我们定义：若
Cov(X,Y)=0，称X和Y不相关。

       YEXEXYEYXCov ,

  0, YXCov

     YEXEXYE 
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协方差的意义

 协方差是两个随机变量具有相同方向变化趋
势的度量；

 若Cov(X,Y)>0，它们的变化趋势相同；

 若Cov(X,Y)<0，它们的变化趋势相反；

 若Cov(X,Y)=0，称X和Y不相关。

 思考：两个随机变量的协方差，是否有上界？
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协方差的上界

 若

 则

 当且仅当X和Y之间有线性关系时，等号成
立。

  21, YXCov

  2

2YVar  2

1XVar



互联网新技术在线教育领航者 62/98

试分析该证明过程？

 注：第三行“期望性质”的不等号不一定成
立，即： 符号不定。

        

      
       

    方差定义

期望性质

方差性质

协方差定义









YVarXVar

YEYEXEXE

YEYXEXE

YEYXEXEYXCov









22

22

22 ,

     YEXEXYE 
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协方差上界定理的证明

 取任意实数t，构造随机变量Z，

 从而：

     YEYtXEXZ 

   

 
 

 

  21

2

2

2

1

2

2

2

22

1

2

2

2

22

1

2

,

04,4

0,2

0

,2

























YXCov

YXCov

tYXCovt

ZE

tYXCovtZE
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再谈独立与不相关

 因为上述定理的保证，使得“不相关”事实
上即“二阶独立”。

 即：若X与Y不相关，说明X与Y之间没有线
性关系(但有可能存在其他函数关系)，不能
保证X和Y相互独立。

 但对于二维正态随机变量，X与Y不相关等
价于X与Y相互独立。
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Pearson相关系数

 定义

 由协方差上界定理可知，

 当且仅当X与Y有线性关系时，等号成立

 容易看到，相关系数是标准尺度下的协方差。
上面关于协方差与XY相互关系的结论，完
全适用于相关系数和XY的相互关系。

 
   YVarXVar

YXCov
XY

,


1
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Code
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协方差矩阵

 对于n个随机向量(X1,X2…Xn)，任意两个元
素Xi和Xj都可以得到一个协方差，从而形成
n*n的矩阵；协方差矩阵是对称阵。

),()]}()][({[ jijjiiij XXCovXEXXEXEc 





















nnnn

n

n

ccc

ccc

ccc

C









21

22221

11211
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联想与思考

 若X、Y独立，则：

 思考：应用？

 对称阵的不同特征值对应的特征向量，是否
一定正交？

 对称阵和正交阵是否能够建立联系？

             XEYVarYEXVarYVarXVarXYVar 22 
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思考

 1、给定两个随机变量X和Y，如何度量这两
个随机变量的“距离”？

 2、设随机变量X的期望为μ，方差为σ2，对
于任意正数ε，试估计概率P{|X-μ| <ε}的下限。

 即：随机变量的变化值落在期望值附近的概率
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解(以连续型随机变量为例)
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切比雪夫不等式

 设随机变量X的期望为μ，方差为σ2，对于任
意正数ε，有：

 切比雪夫不等式说明，X的方差越小，事件
{|X-μ| <ε}发生的概率越大。即：X取的值基
本上集中在期望μ附近。
 该不等式进一步说明了方差的含义

 该不等式可证明大数定理。

 
2

2




 XP
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大数定律

 设随机变量X1,X2…Xn…互相独立，并且具
有相同的期望μ和方差σ2。作前n个随机变量
的平均 ，则对于任意正数ε，有

  1lim 


n
n

YP





n

i

in X
n

Y
1

1
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大数定律的意义

 当n很大时，随机变量X1,X2…Xn的平均值Yn

在概率意义下无限接近期望μ 。

 出现偏离是可能的，但这种可能性很小，当n无
限大时，这种可能性的概率为0。
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思考题

 如何证明大数定理？

 提示：根据Y的定义，求出它的期望和方差，带
入切比雪夫不等式即可。
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重要推论

 一次试验中事件A发生的概率为p；重复n次
独立试验中，事件A发生了nA次，则p、n、
nA的关系满足：

对于任意正数ε，

1lim 











p
n

n
P A

n
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伯努利定理

 上述推论是最早的大数定理的形式，称为伯
努利定理。该定理表明事件A发生的频率
nA/n以概率收敛于事件A的概率p，以严格的
数学形式表达了频率的稳定性。

 上述事实为我们在实际应用中用频率来估计
概率提供了一个理论依据。
 正态分布的参数估计

 朴素贝叶斯做垃圾邮件分类

 隐马尔可夫模型有监督参数学习
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中心极限定理

 Central Limit Theorem

 设随机变量X1,X2…Xn…互相独立，服从同
一分布，并且具有相同的期望μ和方差σ2，
则随机变量

的分布收敛到标准正态分布。

 容易得到： 收敛到正态分布N(nμ，nσ2)





n

nX

Y

n

i

i

n





1




n

i

iX
1
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例：标准的中心极限定理的问题

 有一批样本(字符串)，其中a-z开头的比例是固定的，
但是量很大，需要从中随机抽样。样本量n，总体
中a开头的字符串占比1%，需要每次抽到的a开头的
字符串占比(0.99%,+1.01%)，样本量n至少是多少？

 问题可以重新表述一下：大量存在的两点分布
Bi(1,p)，其中，Bi发生的概率为0.01，即p=0.01。
取其中的n个，使得发生的个数除以总数的比例落
在区间(0.0099,0.0101)，则n至少是多少？
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解：

 首先，两点分布B的期望为μ=p，方差为σ2=p(1-p)。
 其次，当n较大时，随机变量 近似服从正态分布，事实

上， 近似服从标准正态分布。
 从而：

 上式中， μ=0.01，σ2=0.0099，a=0.0099，b=0.0101，α=0.05或
0.01(显著性水平的一般取值)，查标准正态分布表，很容易计算
得到n的最小值。
 注：直接使用二项分布，也能得到结论。
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中心极限定理的意义

 实际问题中，很多随机现象可以看做许多因
素的独立影响的综合反应，往往近似服从正
态分布。

 城市耗电量：大量用户的耗电量总和

 测量误差：许多观察不到的、微小误差的总和

 注意：是多个随机变量的和才可以，有些问题是乘
性误差，则需要鉴别或者取对数后再使用。

 线性回归中，将使用该定理论证最小二乘法的
合理性
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CLT实验
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贝叶斯公式带来的思考

 给定某些样本D，在这些样本中计算某结论A1、
A2……An出现的概率，即P(Ai|D)

 第一个等式：贝叶斯公式；

 第二个等式：样本给定，则P(D)是常数；

 第三个箭头：若这些结论A1、A2……An的先验概率相等
(或近似)，则得到最后一个等式：即第二行的公式。

 
   

 DP

APADP
DAP

|
| 

 
   

 
        

   ii

i

AP

ii
ii

i

ADPDAP

ADPAPADP
DP

APADP
DAP i

|max|max

|max|max
|

max|max



 
近似相等
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最大似然估计

 设总体分布为f(x,θ) ，X1, X2 … Xn为该总体采样得
到的样本。因为X1,X2…Xn独立同分布，于是，它
们的联合密度函数为：

 这里，θ被看做固定但未知的参数；反过来，因为
样本已经存在，可以看成x1,x2…xn是固定的，L(x,θ)
是关于θ的函数，即似然函数。

 求参数θ的值，使得似然函数取最大值，这种方法
就是最大似然估计。

   



n

i

kikn xfxxxL
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最大似然估计的具体实践操作

 在实践中，由于求导数的需要，往往将似然
函数取对数，得到对数似然函数；若对数似
然函数可导，可通过求导的方式，解下列方
程组，得到驻点，然后分析该驻点是极大值
点

   
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最大似然估计

 找出与样本的分布最接近的概率分布模型。

 简单的例子

 10次抛硬币的结果是：正正反正正正反反正正

 假设p是每次抛硬币结果为正的概率。则：

 得到这样的实验结果的概率是：

 最优解是：p=0.7

    
 37 1
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二项分布的最大似然估计

 投硬币试验中，进行N次独立试验，n次朝上，
N-n次朝下。

 假定朝上的概率为p，使用对数似然函数作
为目标函数：

      phpppnf
nNn  

1log|

 
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n
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p

nN

p

n

p

ph








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正态分布的最大似然估计

 若给定一组样本X1,X2…Xn，已知它们来自
于高斯分布N(μ,σ)，试估计参数μ,σ。
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按照MLE的过程分析

 高斯分布的概率密度函数：

 将Xi的样本值xi带入，得到：
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化简对数似然函数
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参数估计的结论

 目标函数

 将目标函数对参数μ,σ分别求偏导，很容易
得到μ,σ的式子：
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符合直观想象

 上述结论和矩估计的结果是一致的，并且意义非常
直观：样本的均值即高斯分布的期望，样本的伪方
差即高斯分布的方差。
 注：经典意义下的方差，分母是n-1；在似然估计的方法
中，求的方差是n

 该结论将在期望最大化EM算法、高斯混合模型
GMM中将继续使用。
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思考：最大似然估计与过拟合

 在校门口统计一定时间段内出入
的男女生数目分别为NB和NG，
估算该校男女生比例。

 若观察到4个女生和1个男生，可
以得出该校女生比例是80%吗？

 修正公式：
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作业：概率计算

 统计小象学院www.chinahadoop.cn注册用户
的实际年龄，均值25岁，标准差2，试估计
用户年龄在21-29岁的概率至少是多少？

http://www.chinahadoop.cn/
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答案：概率计算

 统计小象学院www.chinahadoop.cn注册用户
的实际年龄，均值25岁，标准差2，试估计
用户年龄在21-29岁的概率至少是多少？

 解：μ=25,σ=2，计算P{21<X<29} 

 使用切比雪夫不等式： 
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我们在这里

 http://wenda.ChinaHadoop.cn

 视频/课程/社区

 微博

 @ChinaHadoop

 @邹博_机器学习

 微信公众号

 小象

 大数据分析挖掘

http://wenda.chinahadoop.cn/
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感谢大家！

恳请大家批评指正！


