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法律声明 

 本课件包括演示文稿、示例、代码、题库、视频和
声音等内容，小象学院和主讲老师拥有完全知识产
权的权利；只限于善意学习者在本课程使用，不得
在课程范围外向任何第三方散播。任何其他人或机
构不得盗版、复制、仿造其中的创意及内容，我们
保留一切通过法律手段追究违反者的权利。 

 

 课程详情请咨询 

 微信公众号：小象 

 新浪微博：ChinaHadoop 



EM算法 

邹博 
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主要内容 

 通过实例直观求解高斯混合模型GMM 

 适合快速掌握GMM，及编程实现 

 通过最大似然估计详细推导EM算法 

 适合理论层面的深入理解 

 用坐标上升理解EM的过程 

 推导GMM的参数φ、μ、σ 

 复习多元高斯模型 

 复习拉格朗日乘子法 

 Arthur Dempster, Nan Laird, Donald Rubin,1977 
 C.F. Jeff Wu(1983)给出了收敛的进一步分析 
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EM Code 
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复习：Jensen不等式：若f是凸函数 

 基本Jensen不等式 

 

 若 

 则 

 

 若 

 则 
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引子：K-means算法 

 K-means算法，也被称为k-平均或k-均值，是一种广泛
使用的聚类算法，或者成为其他聚类算法的基础。 

 假定输入样本为S=x1,x2,...,xm，则算法步骤为： 

 选择初始的k个簇中心μ1μ2…μk 

 将样本xi标记为距离簇中心最近的簇： 

 更新簇中心： 

 

 重复最后两步，直到满足终止条件。 

 中止条件：迭代次数/簇中心变化率/最小平方误差MSE 
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K-means过程 
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思考 

 经典的K-means聚类方法，能够非常方便的
将未标记的样本分成若干簇； 

 但无法给出某个样本属于该簇的后验概率。 

 其他方法可否处理未标记样本呢？ 



互联网新技术在线教育领航者 9/58 

最大似然估计 

 找出与样本的分布最接近的概率分布模型。 

 简单的例子 

 10次抛硬币的结果是：正正反正正正反反正正 

 假设p是每次抛硬币结果为正的概率。则： 

 得到这样的实验结果的概率是： 

 

 

 最优解是：p=0.7 
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二项分布的最大似然估计 

 投硬币试验中，进行N次独立试验，n次朝上，
N-n次朝下。 

 假定朝上的概率为p，使用对数似然函数作
为目标函数： 
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进一步考察 

 若给定一组样本x1,x2…xn，已知它们来自于
高斯分布N(μ,σ)，试估计参数μ,σ。 
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按照MLE的过程分析 

 高斯分布的概率密度函数： 

 

 

 将Xi的样本值xi带入，得到： 
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化简对数似然函数 
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参数估计的结论 

 目标函数 

 

 将目标函数对参数μ,σ分别求偏导，很容易
得到μ,σ的式子： 
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符合直观想象 

 

 

 

 上述结论和矩估计的结果是一致的，并且意
义非常直观：样本的均值即高斯分布的均值，
样本的伪方差即高斯分布的方差。 

 该结论将作为下面分析的基础。 
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问题：随机变量无法直接(完全)观察到 

 随机挑选10000位志愿者，测量他们的身高：
若样本中存在男性和女性，身高分别服从
N(μ1,σ1)和N(μ2,σ2)的分布，试估计μ1,σ1,μ2,σ2 。 

 给定一幅图像，将图像的前景背景分开 

 

 无监督分类：聚类/EM 
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从直观理解猜测GMM的参数估计 

 随机变量X是有K个高斯分布混合而成，取
各个高斯分布的概率为π1π2... πK，第i个高斯
分布的均值为μi，方差为Σi。若观测到随机
变量X的一系列样本x1,x2,...,xn，试估计参数π，
μ，Σ。 
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建立目标函数 

 对数似然函数 

 

 

 由于在对数函数里面又有加和，无法直接用
求导解方程的办法直接求得最大值。为了解
决这个问题，我们分成两步。 
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第一步：估算数据来自哪个组份 

 估计数据由每个组份生成的概率：对于每个样本xi，
它由第k个组份生成的概率为 

 

 
 

 上式中的μ和Σ也是待估计的值，因此采样迭代法：
在计算γ(i,k)时假定μ和Σ已知； 

 需要先验给定μ和Σ。 

 γ(i,k) 亦可看成组份k在生成数据xi时所做的贡献。 
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第二步：估计每个组份的参数 

 对于所有的样本点，对于组份k而言，可看
做生成了                            这些点。组份k是
一个标准的高斯分布，利用上面的结论： 
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EM算法的提出 

 假定有训练集 

 

 包含m个独立样本，希望从中找到该组数据
的模型p(x,z)的参数。 

 

      mxxx ,,, 21 
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通过最大似然估计建立目标函数 

 取对数似然函数 
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问题的提出 

 z是隐随机变量，不方便直接找到参数估计。
策略：计算l(θ)下界，求该下界的最大值；
重复该过程，直到收敛到局部最大值。 
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Jensen不等式 

 令Qi是z的某一个分布，Qi≥0，有： 
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寻找尽量紧的下界 

 为了使等号成立 
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进一步分析 
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EM算法整体框架 
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坐标上升 



互联网新技术在线教育领航者 29/58 

EM的收敛性 
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从理论公式推导GMM 

 随机变量X是有K个高斯分布混合而成，取
各个高斯分布的概率为φ1φ2... φK，第i个高斯
分布的均值为μi，方差为Σi。若观测到随机
变量X的一系列样本x1,x2,...,xn，试估计参数
φ，μ，Σ。 
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E-step 
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M-step 

 将多项分布和高斯分布的参数带入： 
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对均值求偏导 
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高斯分布的均值 

 令上式等于0，解的均值： 
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高斯分布的方差：求偏导，等于0 
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多项分布的参数 

 考察M-step的目标函数，对于φ，删除常数
项 

 

 

 得到 
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拉格朗日乘子法 

 由于多项分布的概率和为1，建立拉格朗日
方程 

 

 

 

 求解的φi一定非负，不用考虑φi≥0这个条件 
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求偏导，等于0 
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总结 

 对于所有的数据点，可以看作组份k生成了
这些点。组份k是一个标准的高斯分布，利
用上面的结论： 
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EM Code 



互联网新技术在线教育领航者 41/58 

GMM与图像 
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附：pLSA模型 

 基于概率统计的pLSA模型(probabilistic 

Latent Semantic Analysis，概率隐语义分析)，
增加了主题模型，形成简单的贝叶斯网络，
可以使用EM算法学习模型参数。 
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pLSA模型 

 D代表文档，Z代表主题(隐含类别)，W代表单词； 

 P(di)表示文档di的出现概率， 

 P(zk|di)表示文档di中主题zk的出现概率， 

 P(wj|zk)表示给定主题zk出现单词wj的概率。 

 每个主题在所有词项上服从多项分布，每个文档在
所有主题上服从多项分布。 

 整个文档的生成过程是这样的： 

 以P(di)的概率选中文档di ； 

 以P(zk|di)的概率选中主题zk； 

 以P(wj|zk)的概率产生一个单词wj 。  
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pLSA模型 

 观察数据为(di,wj)对，主题zk是隐含变量。 

 (di,wj)的联合分布为 

 

 

 

 而                           对应了两组多项分布，而
计算每个文档的主题分布，就是该模型的任
务目标。 
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最大似然估计：wj在di中出现的次数 
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目标函数分析 

 观察数据为(di,wj)对，主题zk是隐含变量。 

 目标函数 

 

 未知变量/自变量 

 使用逐次逼近的办法： 

 假定P(zk|di)、P(wj|zk)已知，求隐含变量zk的后验概率； 

 在(di,wj ,zk)已知的前提下，求关于参数P(zk|di)、P(wj|zk) 
的似然函数期望的最大值，得到最优解P(zk|di)、P(wj|zk) ，
带入上一步，从而循环迭代； 

 即：EM算法。 
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求隐含变量主题zk的后验概率 

 假定P(zk|di)、P(wj|zk)已知，求隐含变量zk的
后验概率； 

 

 

 

 在(di,wj ,zk)已知的前提下，求关于参数
P(zk|di)、P(wj|zk) 的似然函数期望的最大值，
得到最优解P(zk|di)、P(wj|zk) ，带入上一步，
从而循环迭代； 

 
   

   



K

l

illj

ikkj

jik

dzPzwP

dzPzwP
wdzP

1

||

||
,|



互联网新技术在线教育领航者 48/58 

分析似然函数期望 

 在(di,wj ,zk)已知的前提下，求关于参数
P(zk|di)、P(wj|zk) 的似然函数期望的最大值，
得到最优解P(zk|di)、P(wj|zk) ，带入上一步，
从而循环迭代； 
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关于参数P(zk|di)P(wj|zk) 的似然函数期望 
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完成目标函数的建立 

 关于参数P(zk|di)、P(wj|zk) 的函数E，并且，
带有概率加和为1的约束条件： 

 

 

 

 

 显然，这是只有等式约束的求极值问题，使
用Lagrange乘子法解决。 
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目标函数的求解 

 Lagrange函数为： 

 

 

 求驻点： 
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分析第一个等式 
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同理分析第二个等式 

 求极值时的解——M-Step： 

 

 

 

 

 

 别忘了E-step： 
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pLSA的总结 

 pLSA应用于信息检索、过滤、自然语言处
理等领域，pLSA考虑到词分布和主题分布，
使用EM算法来学习参数。 

 虽然推导略显复杂，但最终公式简洁清晰，
很符合直观理解，需用心琢磨；此外，推导
过程使用了EM算法，也是学习EM算法的重
要素材。 
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pLSA进一步思考 

 相对于“简单”的链状贝叶斯网络，可否给出
“词”“主题”“文档”更细致的网络拓扑，形成
更具一般性的模型？ 

  pLSA不需要先验信息即可完成
自学习——这是它的优势。如
果在特定的要求下，需要有先
验知识的影响呢？ 

 答：LDA模型； 

 三层结构的贝叶斯模型 

 需要超参数 
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我们在这里 
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 @ChinaHadoop 

 @邹博_机器学习 

 微信公众号 

 小象学院 

 大数据分析挖掘 
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      感谢大家！ 
 

恳请大家批评指正！ 


