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法律声明 

 本课件包括演示文稿、示例、代码、题库、视频和
声音等内容，小象学院和主讲老师拥有完全知识产
权的权利；只限于善意学习者在本课程使用，不得
在课程范围外向任何第三方散播。任何其他人或机
构不得盗版、复制、仿造其中的创意及内容，我们
保留一切通过法律手段追究违反者的权利。 

 

 课程详情请咨询 

 微信公众号：小象 

 新浪微博：ChinaHadoop 



聚类 

邹博 
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本次目标 

 理解相似度度量的各种方法与相互联系 

 掌握K-means聚类的思路和使用条件 

 了解层次聚类的思路和方法 

 理解密度聚类并能够应用于实践 

 DBSCAN 

 DensityPeak密度最大值聚类 

 掌握谱聚类的算法 

 考虑谱聚类和PCA的关系 
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聚类的定义 

 聚类就是对大量未知标注的数据集，按数据
的内在相似性将数据集划分为多个类别，使
类别内的数据相似度较大而类别间的数据相
似度较小 

 无监督 



互联网新技术在线教育领航者 5/82 

相似度/距离计算方法总结 

 闵可夫斯基距离Minkowski/欧式距离 

 

 杰卡德相似系数(Jaccard) 

 

 余弦相似度(cosine similarity) 

 

 Pearson相似系数 

 

 相对熵(K-L距离) 

 

 Hellinger距离 

 
pn

i

p

ii yxYXdist

1

1

, 







 



 
BA

BA
BAJ




,

 
ba

baT


cos

     
  

   















n

i

Yi

n

i

Xi

n

i

YiXi

YX

YX

YX

XY

YX

YX
YXEYX

1

2

1

2

1,cov












   
 
   

 
 xq

xp
E

xq

xp
xpqpD xp

x

loglog|| 

      










 



dxxqxpqpD 2

1

2

1

2
1

1

2
||








互联网新技术在线教育领航者 6/82 

Hellinger distance 

 该距离满足三角不等式，是对称、非负距离 
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余弦相似度与Pearson相似系数 

 n维向量x和y的夹角记做θ，根据余弦定理，其余弦值为： 

 

 

 

 这两个向量的相关系数是： 

 

 

 

 相关系数即将x、y坐标向量各自平移到原点后的夹角余弦！ 

 这即解释了为何文档间求距离使用夹角余弦——因为这一物理
量表征了文档去均值化后的随机向量间相关系数。 
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聚类的基本思想 

 给定一个有N个对象的数据集，构造数据的k
个簇，k≤n。满足下列条件： 

 每一个簇至少包含一个对象 

 每一个对象属于且仅属于一个簇 

 将满足上述条件的k个簇称作一个合理划分 

 基本思想：对于给定的类别数目k，首先给
出初始划分，通过迭代改变样本和簇的隶属
关系，使得每一次改进之后的划分方案都较
前一次好。 
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k-Means算法 

 k-Means算法，也被称为k-平均或k-均值，是一种广泛使用的聚类算法，
或者成为其他聚类算法的基础。 

 假定输入样本为S=x1,x2,...,xm，则算法步骤为： 

 选择初始的k个类别中心μ1μ2…μk 

 对于每个样本xi，将其标记为距离类别中心最近的类别，即： 

 

 

 将每个类别中心更新为隶属该类别的所有样本的均值 

 

 

 重复最后两步，直到类别中心的变化小于某阈值。 

 中止条件： 

 迭代次数/簇中心变化率/最小平方误差MSE(Minimum Squared Error) 

ji
kj

i xlabel 
1

minarg





jci

i

j

j x
c ||

1




互联网新技术在线教育领航者 10/82 

k-Means过程 
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Code 
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对k-Means的思考 

 k-Means将簇中所有点的均值作为新质心，
若簇中含有异常点，将导致均值偏离严重。
以一维数据为例： 

 数组1、2、3、4、100的均值为22，显然距离
“大多数”数据1、2、3、4比较远 

 改成求数组的中位数3，在该实例中更为稳妥。 

 这种聚类方式即k-Mediods聚类(K中值距离) 

 初值的选择，对聚类结果有影响吗？ 

 如何避免？ 
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k-Means是初值敏感的 
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二分k-Means 
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Code2 
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k-Means的公式化解释 

 记K个簇中心为                    ，每个簇的样本
数目为 

 使用平方误差作为目标函数： 

 

 

 对关于                    的函数求偏导，其驻点为： 
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如果使用其他相似度/距离度量 

 如：余弦相似度： 

 

 使用余弦相似度平方作为目标函数： 

 

 

 对关于                    的函数求偏导，其驻点为： 
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Mini-batch k-Means算法描述 



互联网新技术在线教育领航者 19/82 

Code3 
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Mini-batch k-Means效果 
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k-Means适用范围 
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k-Means++算法测试 
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k-Means聚类方法总结 

 优点： 
 是解决聚类问题的一种经典算法，简单、快速 

 对处理大数据集，该算法保持可伸缩性和高效率 

 当簇近似为高斯分布时，它的效果较好 

 缺点 
 在簇的平均值可被定义的情况下才能使用，可能不适用
于某些应用 

 必须事先给出k(要生成的簇的数目)，而且对初值敏感，
对于不同的初始值，可能会导致不同结果。 

 不适合于发现非凸形状的簇或者大小差别很大的簇 

 对躁声和孤立点数据敏感 

 可作为其他聚类方法的基础算法，如谱聚类 
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Canopy算法 

 虽然Canopy算法可以划归为聚类算法，但更多的可
以使用Canopy算法做空间索引，其时空复杂度都很
出色，算法描述如下： 

 对于给定样本                ，给定先验值 

                   形成列表L；构造                      的空列表     ； 

 随机选择L中的样本c，要求c的列表    为空： 

 计算L中样本     与c的距离 

 若           ，则在L中删除     ，将     赋值为{c} 

 否则，若          ，则将     增加{c} 

 若L中没有不满足条件的样本c，算法结束。 
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Code 
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Canopy的调参 
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聚类的衡量指标 

 均一性 

 Homogeneity 

 一个簇只包含一个类别的样本，则满足均一性 

 完整性 

 Completeness 

 同类别样本被归类到相同簇中，则满足完整性 

 

 V-measure 

 均一性和完整性的加权平均 
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ARI 

 数据集S共有N个元素，
两个聚类结果分别是： 

 

 X和Y的元素个数为： 

 记： 

 则： 
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AMI 

 使用与ARI相同的记号，根据信息熵，得： 

 互信息/正则化互信息： 

 

 

 X服从超几何分布，求互信息期望： 
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轮廓系数(Silhouette) 

 Silhouette系数是对聚类结果有效性的解释和验证，
由Peter J. Rousseeuw于1986提出。 

 计算样本i到同簇其他样本的平均距离ai。ai越小，
说明样本i越应该被聚类到该簇。将ai称为样本i的簇
内不相似度。 

 簇C中所有样本的ai均值称为簇C的簇不相似度。 

 计算样本i到其他某簇Cj的所有样本的平均距离bij，
称为样本i与簇Cj的不相似度。定义为样本i的簇间
不相似度： 

 bi越大，说明样本i越不属于其他簇。 

 Kiiii bbbb ,21 ,,min 
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轮廓系数(Silhouette) 

 根据样本i的簇内不相似度ai和簇间不相似度bi，定
义样本i的轮廓系数： 

 

 

 

 

 si接近1，则说明样本i聚类合理；si接近-1，则说明
样本i更应该分类到另外的簇；若si近似为0，则说
明样本i在两个簇的边界上。 

 所有样本的si的均值称为聚类结果的轮廓系数，是
该聚类是否合理、有效的度量。 
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层次聚类方法 

 层次聚类方法对给定的数据集进行层次的分解，直
到某种条件满足为止。具体又可分为： 

 凝聚的层次聚类：AGNES算法 

 一种自底向上的策略，首先将每个对象作为一个簇，然
后合并这些原子簇为越来越大的簇，直到某个终结条件
被满足。 

 分裂的层次聚类：DIANA算法 

 采用自顶向下的策略，它首先将所有对象臵于一个簇中，
然后逐渐细分为越来越小的簇，直到达到了某个终结条
件。 



互联网新技术在线教育领航者 33/82 

AGNES和DIANA算法 

 AGNES (AGglomerative NESting)算法最初将每个对
象作为一个簇，然后这些簇根据某些准则被一步步
地合并。两个簇间的距离由这两个不同簇中距离最
近的数据点对的相似度来确定；聚类的合并过程反
复进行直到所有的对象最终满足簇数目。 

 DIANA (DIvisive ANAlysis)算法是上述过程的反过
程，属于分裂的层次聚类，首先将所有的对象初始
化到一个簇中，然后根据一些原则(比如最大的欧
式距离)，将该簇分类。直到到达用户指定的簇数
目或者两个簇之间的距离超过了某个阈值。 
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层次聚类 
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AGNES中簇间距离的不同定义 

 最小距离 

 两个集合中最近的两个样本的距离 

 容易形成链状结构 

 最大距离 

 两个集合中最远的两个样本的距离complete 

 若存在异常值则不稳定 

 平均距离 

 1、两个集合中样本间两两距离的平均值average 

 2、两个集合中样本间两两距离的平方和ward 
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密度聚类方法 

 密度聚类方法的指导思想是，只要样本点的密度大
于某阈值，则将该样本添加到最近的簇中。 

 这类算法能克服基于距离的算法只能发现“类圆
形”(凸)的聚类的缺点，可发现任意形状的聚类，
且对噪声数据不敏感。但计算密度单元的计算复杂
度大，需要建立空间索引来降低计算量。 

 DBSCAN 

 密度最大值算法 



互联网新技术在线教育领航者 38/82 

DBSCAN算法 

  DBSCAN(Density-Based Spatial Clustering of 

Applications with Noise) 

 一个比较有代表性的基于密度的聚类算法。
与划分和层次聚类方法不同，它将簇定义为
密度相连的点的最大集合，能够把具有足够
高密度的区域划分为簇，并可在有“噪声”
的数据中发现任意形状的聚类。  
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DBSCAN算法的若干概念 

 对象的ε-邻域：给定对象在半径ε内的区域。 

 核心对象：对于给定的数目m，如果一个对象的ε-
邻域至少包含m个对象，则称该对象为核心对象。 

 直接密度可达：给定一个对象集合D，如果p是在q
的ε-邻域内，而q是一个核心对象，我们说对象p从
对象q出发是直接密度可达的。 

 如图ε=1cm，m=5，q是一个核
心对象，从对象q出发到对象p是
直接密度可达的。 
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DBSCAN算法的若干概念 

 密度可达：如果存在一个对象链p1p2…pn，p1=q，pn=p，对
pi∈D，(1≤i ≤n)，pi+1是从pi关于ε和m直接密度可达的，则对
象p是从对象q关于ε和m密度可达的。 

 密度相连：如果对象集合D中存在一个对象o，使得对象p和q
是从o关于ε和m密度可达的，那么对象p和q是关于ε和m密度
相连的。 

 簇：一个基于密度的簇是最大的密度相连对象的集合。 

 噪声：不包含在任何簇中的对象称为噪声。 
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DBSCAN算法 

 DBSCAN算法流程： 

 如果一个点p的ε-邻域包含多于m个对象，则创建一个p作
为核心对象的新簇； 

 寻找并合并核心对象直接密度可达的对象； 

 没有新点可以更新簇时，算法结束。 

 有上述算法可知： 

 每个簇至少包含一个核心对象； 

 非核心对象可以是簇的一部分，构成 

 了簇的边缘(edge)； 

 包含过少对象的簇被认为是噪声。 



互联网新技术在线教育领航者 42/82 

Code 



互联网新技术在线教育领航者 43/82 

参数：n=5 
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参数：r=0.1 
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密度最大值聚类 

 密度最大值聚类是一种简洁优美的聚类算法, 可以
识别各种形状的类簇, 并且参数很容易确定。 

 定义：局部密度ρi 

 

 

 dc是一个截断距离, ρi即到对象i的距离小于dc的对象的个
数。由于该算法只对ρi的相对值敏感, 所以对dc的选择是
稳健的，一种推荐做法是选择dc，使得平均每个点的邻
居数为所有点的1%-2% 

 定义：高局部密度点距离δi 
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局部密度的其他定义 

 截断值： 

 

 高斯核相似度： 

 

 K近邻均值： 
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高局部密度点距离 

 高局部密度点距离 

 

 在密度高于对象i的所有对象中，到对象i最近
的距离，即高局部密度点距离。 

 对于密度最大的对象，设臵δi=max(dij)(即：该
问题中的无穷大)。 

 只有那些密度是局部或者全局最大的点才会有远
大于正常值的高局部密度点距离。 
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簇中心的识别 

 那些有着比较大的局部密度ρi和很大的高密
距离δi的点被认为是簇的中心； 

 高密距离δi较大但局部密度ρi较小的点是异
常点； 

 确定簇中心之后，其他点按照距离已知簇的中
心最近进行分类 

 注：也可按照密度可达的方法进行分类。 
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DensityPeak与决策图Decision Graph 

 左图是所有点在二维空间的分布, 右图是以ρ为横坐
标, 以δ为纵坐标绘制的决策图。可以看到，1和10
两个点的ρi和δi都比较大，作为簇的中心点。26、
27、28三个点的δi也比较大，但是ρi较小，所以是
异常点。 
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边界和噪声的重认识 

 在聚类分析中，通常需要确定每 

 个点划分给某个簇的可靠性： 

 在该算法中，可以首先为每个簇定义一个边界区域
(border region)，亦即划分给该簇但是距离其他簇的
点的距离小于dc的点的集合。然后为每个簇找到其边
界区域的局部密度最大的点，令其局部密度为ρh。 

 该簇中所有局部密度大于ρh的点被认为是簇核心的一
部分(亦即将该点划分给该类簇的可靠性很大)，其余
的点被认为是该类簇的光晕(halo)，亦即可以认为是
噪声。 

 注：关于可靠性问题，在EM算法中仍然会有相关涉及。 
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不同数据下密度最大值聚类的效果 
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Affinity Propagation 
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Code 
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AP算法调参 
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复习：实对称阵的特征值是实数 

 首先 

 因为 
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实对称阵不同特征值的特征向量正交 

 令实对称矩阵为A，其两个不同的特征值λ1λ2

对应的特征向量分别是μ1μ2； 

 λ1λ2 μ1μ2都是实数或是实向量。 
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谱和谱聚类 

 方阵作为线性算子，它的所有特征值的全体
统称方阵的谱。 

 方阵的谱半径为最大的特征值 

 矩阵A的谱半径：(ATA)的最大特征值 

 谱聚类是一种基于图论的聚类方法，通过对
样本数据的拉普拉斯矩阵的特征向量进行聚
类，从而达到对样本数据聚类的目的。 
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谱分析的整体过程 

 给定一组数据x1,x2,...xn，记任意两个点之间
的相似度(―距离”的减函数)为sij=<xi,xj>，
形成相似度图(similarity graph)：G=(V,E) 。
如果xi和xj之间的相似度sij大于一定的阈值，
那么，两个点是连接的，权值记做sij。 

 接下来，可以用相似度图来解决样本数据的
聚类问题：找到图的一个划分，形成若干个
组(Group)，使得不同组之间有较低的权值，
组内有较高的权值。 
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若干概念 

 无向图G=(V,E) 

 邻接矩阵 

 

 顶点的度di   度矩阵D (对角阵) 
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若干概念 

 子图A的指示向量 

 

 

 

 A和B是图G的不相交子图，则定义子图的连
接权： 
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相似度图G的建立方法 

 全连接图：距离越大，相似度越小 

 高斯相似度 

 ε近邻图 

 给定参数ε/如何选择ε？ 

 图G的权值的均值 

 图G的最小生成树的最大边 

 k近邻图(k-nearest neighbor graph) 

 若vi的k最近邻包含vj，vj的k最近邻不一定包含vi：有向图 

 忽略方向的图，往往简称“k近邻图” 

 两者都满足才连接的图，称作“互k近邻图(mutual)‖ 
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相似度图G的举例 
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权值比较 

 ε近邻图：ε=0.3，“月牙部分”非常紧的连接了，但“高斯部
分”很多都没连接。当数据有不同的“密度”时，往往发生这
种问题。 

 k近邻图：可以解决数据存在不同密度时有些无法连接的问题，
甚至低密度的“高斯部分”与高密度的“月牙部分”也能够连
接。同时，虽然两个“月牙部分”的距离比较近，但k近邻还可
以把它们区分开。 

 互k近邻图：它趋向于连接相同密度的部分，而不连接不同密度
的部分。这种性质介于ε近邻图和k近邻图之间。如果需要聚类
不同的密度，这个性质非常有用。 

 全连接图：使用高斯相似度函数可以很好的建立权值矩阵。但
缺点是建立的矩阵不是稀疏的。 

 总结：首先尝试使用k近邻图。 
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拉普拉斯矩阵及其性质 

 拉普拉斯矩阵：L = D – W 

 

 

 

 

 

 

 L是对称半正定矩阵，最小特征值是0，相应的特征
向量是全1向量。 

 






























n

ji

jiij

n

j

jj

n

ji

ijji

n

i

ii

n

ji

ijji

n

i

ii

TTT

ffw

fdwfffd

wfffdWffDffLff

1,

2

1

2

1,1

2

1,1

2

2

1

2
2

1



互联网新技术在线教育领航者 66/82 

拉普拉斯矩阵的定义 

 计算点之间的邻接相似度矩阵W 
 若两个点的相似度值越大，表示这两个点越相似； 

 同时，定义wij=0表示vi,vj两个点没有任何相似性(无穷远) 

 W的第i行元素的和为vi的度。形成顶点度对角阵D 
 dii表示第i个点的度 

 除主对角线元素，D其他位臵为0 

 未正则的拉普拉斯矩阵： 

 正则拉普拉斯矩阵 
 对称拉普拉斯矩阵 

 随机游走拉普拉斯矩阵 

 Random walk 
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谱聚类算法：未正则拉普拉斯矩阵 

 输入：n个点{pi}，簇的数目k 

 计算n×n的相似度矩阵W和度矩阵D； 

 计算拉普拉斯矩阵L=D-W； 

 计算L的前k个特征向量u1,u2,...,uk； 

 将k个列向量u1,u2,...,uk组成矩阵U，U∈Rn×k； 

 对于i=1,2,...,n,令yi∈Rk是U的第i行的向量； 

 使用k-means算法将点(yi)i=1,2,...,n聚类成簇
C1,C2,...Ck； 

 输出簇A1,A2,...Ak，其中，Ai={j|yj∈Ci} 
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谱聚类算法：随机游走拉普拉斯矩阵 

 输入：n个点{pi}，簇的数目k 

 计算n×n的相似度矩阵W和度矩阵D； 

 计算正则拉普拉斯矩阵Lrw=D-1(D-W)； 

 计算Lrw的前k个特征向量u1,u2,...,uk； 

 将k个列向量u1,u2,...,uk组成矩阵U，U∈ Rn×k ； 

 对于i=1,2,...,n,令yi∈Rk是U的第i行的向量； 

 使用k-means算法将点(yi)i=1,2,...,n聚类成簇
C1,C2,...Ck ； 

 输出簇A1,A2,...Ak，其中，Ai={j|yj∈Ci} 
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谱聚类算法：对称拉普拉斯矩阵 

 输入：n个点{pi}，簇的数目k 

 计算n×n的相似度矩阵W和度矩阵D； 

 计算正则拉普拉斯矩阵Lsym=D-1/2(D-W) D-1/2； 

 计算Lsym的前k个特征向量u1,u2,...,uk； 

 将k个列向量u1,u2,...,uk组成矩阵U，U∈Rn×k； 

 对于i=1,2,...,n,令yi∈Rk是U的第i行的向量； 

 对于i=1,2,...,n,将yi∈Rk依次单位化，使得|yi|=1； 

 使用k-means算法将点(yi)i=1,2,...,n聚类成簇C1,C2,...Ck； 

 输出簇A1,A2,...Ak，其中，Ai={j|yj∈Ci} 
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一个实例 
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Code 
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聚类效果 
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聚类失败的情况 
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进一步思考 

 谱聚类中的K如何确定？ 

 最后一步K-Means的作用是什么？ 

 目标函数是关于子图划分指示向量的函数，该向量的值
根据子图划分确定，是离散的。该问题是NP的，转换成
求连续实数域上的解，最后用K-Means算法离散化。 

 未正则/对称/随机游走拉普拉斯矩阵，首选哪个？ 

 随机游走拉普拉斯矩阵 

 谱聚类可以用切割图/随机游走/扰动论等解释。 

kk
k

k   1

* maxarg
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随机游走和拉普拉斯矩阵的关系 

 图论中的随机游走是一个随机过程，它从一
个顶点跳转到另外一个顶点。谱聚类即找到
图的一个划分，使得随机游走在相同的簇中
停留而几乎不会游走到其他簇。 

 转移矩阵：从顶点vi跳转到顶点vj的概率正
比于边的权值wij 

iijij dwp  WDP 1
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标签传递算法 

 对于部分样本的标记给定，而大多数样本的
标记未知的情形，是半监督学习问题。 

 标签传递算法(Label Propagation 

Algorithm,LPA)，将标记样本的标记通过一
定的概率传递给未标记样本，直到最终收敛。 
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Code 
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标签传递过程 



互联网新技术在线教育领航者 79/82 

带宽/邻域影响 
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我们在这里 

 http://wenda.ChinaHadoop.cn 

 视频/课程/社区 

 微博 

 @ChinaHadoop 

 @邹博_机器学习 

 微信公众号 

 小象学院 

 大数据分析挖掘 

http://wenda.chinahadoop.cn/
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      感谢大家！ 
 

恳请大家批评指正！ 


